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Resumen.Para dividir un espacio de acuerdo a las regiones de Voronoi, se han
utilizado diversas técnicas, desde los métodos incrementales, divide y venceras,
de barrido entre los mas importantes. En este trabajo se plantean los conceptos
basicos del Algebra Geométrica Conforme como herramienta matematica, para
aplicarlos a una metodologia propuesta donde definimos el corefitdera

huecd y asi construir los diagramas de Voronoi en forma incremental. La estruc-
tura de esferas huecas seré la encargada de construir el diagrama y se relacionara
con el empleo de los objetos geométricos que nos proporciona el Algebra Geo-
métrica Conforme. Dicha herramienta matematica nos muestra diversas ventajas
frente al espacio euclidiano y dan una excelente solucién al computo gréfico.

Palabras clave:Diagrama de Voronoi, Algebra Geométrica Conforme, esfera
hueca, objetos geométricos.

Abstract. A way to divide a space according to Voronoi regions, different tech-
nigues have been used since the incremental methods, divide and conquer, sweep
line among the most important. In this paper we use the basic concepts of Con-
formal Geometric Algebra as mathematical tool, to apply a proposed methodol-
ogy where we define a new concept callgallow spher& and build Voronoi
diagrams incrementally. The structure of hollow spheres will be responsible for
building the diagram and relate to the employment of the geometric objects that
provides the Conformal Geometric Algeb&uch mathematical tool shows sev-

eral advantages over the Euclidean space and provide an excellent solution to the
graphic computer.

Keywords: Voronoi diagram, Conformal Geometric Algebra, hollow spheres,
geometric objects.

1 Introduccién

Los diagramas de Voronoi son las estructuras que nombra asi el matematico Georgy
Voronoi en 1908. Desde finales del siglo XIX los diagramas de Voronoi han realizado
significativa influencia en aplicaciones como areas de matematicas, fisicas, geologia,
meteorologia, ecologia, anatomia, astronomia por mencionar las principales areas de
interés. En las Ultimas décadas, gracias a los aportes de los avances en tecnologia se
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han desarrollado nuevas areas de investigacion en los que han realizado aplicaciones
de los diagramas de Voronoil[JAntes de que se establecieran los conceptos matema-
ticos delos diagramas de Voronoi, en 1844 Hermann Grassmann publica su obra “Teo-
rema de la Extension” donde expresa su vision matematica para la geometria, pero su
trabajo no fue reconocido como deberia ser en su tiempo. William K. Clifford combin6
las ideas del producto exterior de Grassmann y los cuaterniones de Hamilton. Aun asi
sus contemporaneos no supieron utilizar de manera adecuada las herramientas propues-
tas por Clifford y utilizaron el algebra vectorial de Josiah W. Gibbs y Oliver Heaviside.
Sin embargo no fue hasta los afios de 1960 cuando David He&egeien buscaba
mejores herramientas matematicas para las ciencias fisicas (mecénica cuéntica y relati-
vidad) fue quien reconocié la importancia del algebra geométrica. A partir de ahi se
generaron trabajos de investigacion en diversas areas como las matematicas, la fisica,
aplicaciones para la ingenieria y las ciencias computaciondles [3

En este trabajo se plantearan los principios y conceptos para poder construir el dia-
grama de Voronoi implementando el uso del Algebra Geométrica Conforme (AGC). El
AGC se visualiza como una alternativa del espacio euclidiano para dar solucion a pro-
blemas de computacién grafica, y por sus propiedades nos permite manejar intuitiva-
mente objetos geométricos y operaciones entre ellos. Para aprovechar esta herramienta
presentaremos también en este trabajo una novedosa técnica para construir las regiones
de Voronoi, donde se utiliza una esfera como estructura principal para su construccion.
De esta manera se asocia el cuerpo geométrico de una esfera a la representacién de una
esfera en el AGC como una de sus primitivas figuras basicas.

2 Diagramas de Voronoi utilizando el concepto de esfera hueca

2.1 Diagramas de Voronoi

El diagrama de Voronoi consiste en dividir el espacio en regiones, donde cada region
esta relacionada a un sitio de un conjunto finito de ellos, de tal manera que cada regién
del espacio esta constituida por los puntos mas cercanos a él que a cualquier otro. El
diagrama de Voronoi en un espacio de dos dimensiones esté formados por aristas, vér-
tices y regiones. Una arista esta representada como un bisector perpendicular de dos
sitios mas cercanos, con la condicion de que la arista pase por el centro de un circulo si
éste contiene a dos sitios cercanos. Un vértice puede ser representado como el centro
de un circulo definido por tres sitios. Y las regiones acotadas del diagrama tienen forma
de poligonos convexos. Ver la figura 1 para comprender las propiedades del diagrama
de Voronoi.
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Fig. 1.Diagrama de Voronoi en dos dimensiones.

Tomaremos la siguiente notacién para definir el diagrama de Voronoi de primer or-
den. La distancia euclidiana entre dos puptgsy se denota comaist(p, q). SeaP =
{p1, P2, ..,py} UnN conjuntaN de sitios distintos en un espacio, definiremos la region
de Voronoi como:

Vor(p;) = {x € R?| dist(x,p;) < dist(x,p;),V i # j} (1)

2.2 Propiedades de las esferas huecas

El concepto de esfera hueca es una idea propuesta para resolver la construccion del
diagrama de Voronoi utilizando principalmente la esfera como cuerpo geométrico, de-
bemos de aclarar que las esferas denotan un cuerpo en tres dimensiones, pero las si-
guientes explicaciones e ilustraciones se tomaran en cuenta en un plano. Por lo que la
esfera sera acotada a un circulo. El término n-esfera (coreggesenta el nimero de
dimensiones) corresponde a una esfera en un espacio euclideo de cualquier dimension,
donde su centro esta ubicado en un puntgosee un radip, por lo que:

" = {x € R""! | dist(x,c) = r} (2)

Como el grado del diagrama de Voronoi es de tres y esta en un espacie 2on
se establece la cantidad de tres sitios para construir una £sfdomdeS € S!
(circulo), siempre que los tres sitios no sean colineales. Estableceremos las siguientes
propiedades en que una esfera hueca es una esfera S, que:

e En su interior no contiene ningun sitio de P.

e En su superficie contiene n + 1 sitiosRle

e Su centro representa un vértice de Voronoi.

e Llamaremos esfera frontera a aquella esfera que comparte n sitios.
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2.3 Algoritmo de construccion

Antes de explicar la metodologia que se va a utilizar para construir la estructura del
diagrama, vamos a identificar dos casos particulares. El diagrama se ird generando con-
forme se vayan agregando sitios al plano o espacio, y estos sitios se agregaran de ma-
nera secuencial uno por uno. Como primer paso se configuran tres sitios y a partir de
ellos se genera una esfera inicial que cuenta con un poligono interno, entonces tenemos:

e Caso 1. a) Cuando un sitio cae dentro de la esfera hueca y dentro del poligono in-
terno, ver figura 2a. b) Cuando un sitio cae dentro de la esfera hueca pero fuera del
poligono interno, ver figura 2b.

e Caso 2. Cuando un sitio cae fuera de la esfera hueca, ver figura 2c.

Con la esfera inicial, estableceremos solamente el caso 2a, esto para evitar varios
escenarios que dificulten la creacion de esferas huecas. Ademas de que la esfera inicial,
con este caso, se crean las aristas que estan determinadas por un solo vértice.

@) (b) ©
Fig. 2. En esta figura se muestra la clasificacion de un nuevo sitio.

Empezamos con un diagrama de Voronoi que se construye con las propiedades de
las esferas huecas (figura 3a), como se observa no es necesaria la generacion de una
triangulacion Delaunay pero si el principio planteado por Deloné [4]. A continuacion
se agrega un nuevo sitio (lamado Q) a la estructura inicial, lo impoetsidientificar
las esferas en donde cae el nuevo sitioelEgjemplo, se observa que son tres esferas
huecas (ver figura 3b) y se reconocen los sitios que construyen las esferas afectadas
(puntos A, C, F, E y D), ver figura 3c.

El procedimiento para detectar si un nuevo punto esta dentro de las esferas huecas
afectadas es similar al empleado por el algoritmo de Bowyer [5] y Wéfs@ero con
la diferencia de que ellos trabajan con la malla triangular y detectan los circulos afec-
tados para reconstruir la triangulacién Delaunay. Las esferas seleccionadas se eliminan
de la estructura del diagrama y los puntos afectados se ordenan alrededor del nuevo
sitio introducido, en la figura 3c se muestran dichos puntos a través de un poligono que
encierra el sitio Q, estos puntos concuerdan con los vecinos naturales explicados por
Sibson[7]. Después se procede a generar las nuevas esferas huecas con estos puntos,
pero de manera ordenada, por ejemplo se traza la primera esfera con los puntos frontera
Ay C junto con el nuevo punto agregado Q, ver figura 3d. De la misma manera se
continua con los puntos C, F y Q después con F, E y Q y asi sucesivamente. Con los
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centros de las recién creadas esferas se calcula la nueva region, lamesdtss som-
breada en la figura 3e. Finalmente se reconstruye el diagrama con su nueva region ge-
nerada por el nuevo sitio, ver figura 3f.

Fig. 3. Metodologia para la construccion del diagrama de Voronoi empleando la esfera hueca.

3  Algebra Geométrica Conforme

El modelo conforme se presenta como una alternativa al espacio euclidiano para resol-
ver problemas geométricos, sin dejar todas las propiedades caracteristicas del espacio
euclidiano. Si deseamos trabajar con objetos geométricos en 3D, tendremos que utilizar
un espacio euclidiano &?, por lo que el espacio conforme requiere de cinco dimen-
siones. Una razdn de este cambio es poder formular los problemas mas intuitivamente
en un espacio con dos dimensiones de méas. El AGC puede utilizar tres vectores eucli-
dianos basicos,, e, y e; Yy cuenta con dos adicionalesy e,,, donde el primero re-
presenta el origen euclidiano y el segundo representa al infinito. Las entidades bésicas
formadas por el dlgebra geométrica se llaman blades (segmentos de subespacios vecto-
riales), y los 32 blades que se llegan a formar en las cinco dimensiones del AGC se
muestra en la tabla 1.
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Tabla 1. Lista de los 32 blades que se usan en el AGC.

[Grado | Término

— [Blades

No.

0
1

= .‘u‘.‘:r 1

vector €4, 02, €5, €0, Cxc

1

92

bivector €y

ey Aep ) Aeg o
A€oty 10

Coay €2 N\ Cagy

\eg, €3/

trivector

quadvector

psendoscalar

Ura vez que estan definidos los elementos en este espacio, el AGC provee una gran
variedad de objetos geométricos basicos que tienen dos representaciones la IPNS (Inner
Product Null Space) y la OPNS (Outer Product Null Space) (ver refef8hciia lista
se observa en la tabla 2 y éstas representaciones son duales una de la otra.

Tabla 2. Lista de primitivas geométricas del AGC.

Entidad Representacién IPNS Representacion OPNS
Punto P=x+5ie, +e

Esfera S=P—:ires S=RARNBAR
Plano F=ntdey F=PAPAP Aex
Circulo £ =5 A5 E=PABAR
Linea L=m A7y L =P AP hex

Par de Puntos Pp=5 A5 A5 Ppr=P AP

Tenemos que y n representan entidades emimensiones, por ejemphose ob-
tiene por la siguiente combinacién basica de vectores:

XxX=xie+ x,e,++ x, e, 3)

4  AGC para construir el diagrama de Voronoi

4.1

Representacion de objetos geométricos en AGC

Un punto, para representarlo en el espacio conforme, se toma el punto origiriit
el cual tiene que ser extendido a un espacio #€ dimensiones, y se denota como:

P =x+§xze°o+e0 4)
dondex? es la norma cuadrada o el producto escalar de
xX*=x24+ x5+ +x2 (5)
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Para unaesferag en la forma IPNS, se representa con un pArga el centro de la
esfera y el radi@, queda de la siguiente forma:

S=P-— %rzew (6)
Si el puntaP lo empleamos como la ecuacion 4, tenemos:

S=x+%(x2—r2)eoo + e (7

4.2  Operaciones necesarias del AGC para construir el diagrama de Voronoi

En la explicacion de la metodologia de los diagramas de Voronoi, las esferas huecas
fueron presentadas como circulos, esto debido al ejemplo de trabajar en un espacio de
dos dimensiones. Sin embargo el término esfera sigue quedando en pie para trabajar en
dimensiones iguales o mayores a dos. A continuacion mencionaremos las principales
operaciones necesarias para construir los diagramas de Voronoi y los ejemplos seran
para un espacio de 3D. Se explicaran brevemente algunos conceptos mateméticos, de-
jando solamente las operaciones que son necesarias, para una mayor referencia a esta
herramienta matematica se pueden checar las referenciad]9] [

Distancia entre dos puntos

Esta es una operacion béasica e indispensable para muchos de los calculos que se reali-
zan en la metodologia propuesta, principalmente para encontrar distancias entre los
puntos y determinar cuales son los puntos que van a pertenecer a una esfera. Tomare-
mos dos puntoB y Q y efectuando el producto punto entre los vectores es:

1 1 1 1
P-Q= (p+5pzem+eo)- (q+5qzeoo+eo) =pq-;p°-3q°
Sipy q tienen la forma de la ecuacion 3, y tomamos los tres vectores basicos, tenemos:
1
P-Q=--(-9q)° (8)

El resultado del producto punto de dos puntos (ecuacion 8) multiplicado por -2, se
identifica con el cuadrado de la distancia Euclidiana.

—2(P-Q)=(@-9)° ©)
Ajuste de una esfera a través de puntos

En la metodologia es importante identificar a las esferas huecas, conforme se inserten
los puntos en el espacio, por lo que es necesario calcular el centro y radio como carac-
teristica de cada esfera. Por ejemplo en la figura 4 se aprecia una esfera compuesta por
cuatro puntos. Necesitamos de cuatro puntos para obtener las caracteristicas de una
esfera, sean esos cuatro pupips R3, i € {1,2,3,4}y representaremos a un punto

como la ecuacion 4 y a una esfera como la ecuacion 6. El producto interno nos provee
una medida de distancia, y buscaremos un ajuste de minimos cuadrados de:
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2
LAlP S =3k [pi-s— SpE -5 (7 = 1) (10

Para desear el minimo de la ecuacién 10, se deriva con respecto a los componentes
S1, S5, S3, Y s (dondes, = (s> —r?)/2) e igualando a cero, nos proporciona un sis-
tema de cuatro ecuaciones y cuatro incognitas, cuyo sistema es:

4 l "‘—1 P'zp' 1
Z‘il-:l PiPia Z?:l Pi2Pia Z?:l DisPi1  — Xi=1Pi1 \ ; '
T DiaPi2 Y Di2Di2 Y Di3Piz2 -Xi Pi2 _ Z _1p} Pi2
4 4 4 1y
YiaDialis Die1PiaPiz  Lie1PigPiz — Lie1Pi3 / Zl 1P?Pis
=1 Pia - i Di2 — Yi Di;3 Yia1 \ /

El centro de la esfera corresponde a los valoreg, dgy s5, mientras que el radio
se determina de la siguiente forma:

r2= s?+ s?+s2-2s, (12

Fig. 4. Con cuatro puntos podemos construir una esfera

En el caso de que s6lo queramos construir circulos, como el ejemplo mostrado ante-
riormente en dos dimensiones, solamente quitamos un punto y con tres puntos se cal-
cula el centro y radio de un circulo. Se modifica la ecuacién 11 para trabajar con tres
puntos. A continuacién se muestra un segmento de cédigo en lenguaje de programacién
java que resuelve el ajuste de un circulo con tres puntos.

// Matriz que contiene los tres puntos
double pts[][] = {{pl.getXplano(), pl.get¥plano()},
{p2.getXplano(), p2.get¥plano()}, {p3.getXplano(), p3.get¥plano()}};
// Iteracidén que calcula las sumatorias
;o1 < 37 itt) |

0
af0][0] += pts[i][0] * pts[i][0];
af0][1] += pts[i][0] * pts[i][1l];
al[0]1[2] += -pts[i]1[0];

al[l][0] += pts[i][0] * pts[i][1];
i][1] * pts[i][1];
alll[2] += -pts[i]l[1];
a[2][0] += -pts[i]1[0];
af2][1] += -pts[il[1];
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d = Math.pow(pts[i][0],2) + Math.pow(pts[i][1],2);
b[0] += 0.5 * d * pts[i][0];

b[0] += 0.5 * d * pts[i][1l];

b[0] += 0.5 * d; }

// Método que resuelve un Sistema de Ecuaciones Lineales
resuelveSEL(a, b, x, 3);

// Se obtiene el centro del circulo

xcent = x[0];

ycent = x[1];

// Se obtiene el radio del circulo

radio = Math.sqrt(x[0] * x[0] + x[1] * x[1] - 2 * x[2]);

Determinar si un punto esta dentro de una esfera

Un punto importante, es identificar en cudles esferas huecas tiene contenido el nuevo
punto que ha sido insertado para generar una nueva regién de Voronoi. En el AGC
usaremos el producto punto entre un punto y una esfera para determinar si esté dentro,
eno fuera de la esfera. Sea un pubtp seaS una esfera, el producto punto de estos

dos cuerpos geométricos es:

P'S=(p+%pzew+eo)- (s+%(sz—r2)eoo +e0)
P-S=—(s—p)*+ 512 (13)

El resultado del producto punto de un punto con una esfera (ecuacion 13) multipli-
cado por -2, se identifica con la potencia de un punto.

—2(P-Q)=(s—p)—r? (14
De la ecuacidén 13 identificamos mediante las siguientes relaciones, la ubicacion del
punto con respecto a la esfera y en la figura 5 se observan los tres casos.

e SiP-S5> 0, P esta dentro de la esfera, ver figura 5a.
e SiP-S =0, P estd sobre de la esfera, ver figura 5b.
e SiP-5<0,P estéfuera de la esfera, ver figura 5c.

En seguida se muestra un segmento de cddigo en java para determinar si un punto
caedentro de un circulo o no.

@ (b) ©

Fig. 5. La operacién nos ayuda a determinar si el punto esta dentro, sobre o fuera de la esfera.
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// Se realiza el producto punto de P y S
double ps = Math.pow(s.getRadio(),2) -
( Math.pow(c.getXplano(),2) + Math.pow(c.get¥plano(),2) -
2 * (s.getXcent() * p.getXplano() + s.get¥Ycent() * p.get¥plano()) +
Math.pow(s.getXplano(),2) + Math.pow(s.getYplano(),2) );
// Se identifica la condicidén del producto punto

if( ps > 0 ) return 1; // P estd dentro del circulo
if( ps == 0 ) return 0; // P estd sobre el circulo
if( ps < 0 ) return -1; // P estd fuera del circulo

4.3 Implementacion realizada y ventajas del AGC

Se ha desarrollado un programa que resuelve la metodologia de las esferas huecas em-
pleando las caracteristicas del espacio euclidiano. Se utilizé el lenguaje de programa-
cion Java con bibliotecas graficas de JOGL. Se probaron moédulos que utilizan los con-
ceptos del AGC, como los segmentos de codigo mostrados anteriormente, y los resul-
tados fueron los mismos para la generacion de las regiones de Voronoi. En la figura 6
se muestra un resultado de la aplicacién grafica del programa.

Fig. 6. Resultado de la interfaz gréafica del programa

Algunas de las caracteristicas que benefician al AGC son:

¢ Unificacion de diversos sistemas mateméaticos, ademas de que se preservan angulos
y distancias.

e Manejo intuitivo y simple para manejar objetos geométricos, como puntos, lineas,
planos, circulos y esferas.

e Manejo intuitivo de las operaciones entre los cuerpos geométricos.

5 Conclusiones y trabajo futuro

Este trabajo es una contribuciéon fundamental donde se replantean las técnicas que exis-
ten para construir los diagramas de Voronoi, de tal manera que sea posible asociar cuer-
pos geométricos sencillos y poderosos. Dichos cuerpos geométricos formaran la estruc-
tura principal para crear las regiones de Voronoi en forma incremental. El AGC nos
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proporciona un mundo en el cual los puntos y esferas se representanectonesy
ademas de operaciones entre ellos que facilitan sus aplicaciones y de esta forma se
puede trabajar con una matematica uniforme y coherente que de salida a una represen-
tacion grafica.

Como trabajo a futuro, se necesita implementar totalmente las matematicas del AGC
para realizar todos los célculos de las esferas huecas que nos permitan construir el dia-
grama de Voronoi. Como se mencionaba, se acoplaron médulos que resuelven aplica-
ciones especificas utilizando AGC, todo esto en una aplicacion gréafica bajo el lenguaje
de programacién Java. También, se puede pensar en paralelizar los calculosode las pr
piedades de las esferas huecas para obtener ventaja en los tiempos de procesamiento.
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